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Esercizio 1.
Sia X1, ..., Xn un campione casuale da f(x, θ) = 1

θ1[0,θ](x), con θ > 0.

1. Stimate θ con il metodo dei momenti, chiamate lo stimatore T1 e tro-
vate la sua media e il suo errore quadratico medio.

E[X] =
∫ θ

0 x
1
θdx = θ

2
Si ha quindi che T1 = Tθ̂ = 2X̄.
Dalla definizione di errore quadratico medio si ha:
MSEθ = V ar[T1] + {τ(θ)− E[T1]}2
poichè si verifica che T1 è uno stimatore non distorto di θ, allora
MSEθ = V ar[T1] = V ar[2X̄] = 4

3
θ2

n .

2. Trovate lo stimatore di massima verosomiglianza di θ, chiamate lo sti-
matore T2 e trovate la sua media e il suo errore quadratico medio.

L(θ) =
∏n
i=1

1
θ1[0,θ](xi) = 1

θn
∏n
i=1 1[0,θ](xi)

Si ha qiundi che lo stimatore di massima verosimiglianza T2 = max{X1, ..., Xn}
Chiamiamo Y = max{X1, ..., Xn} e ne calcoliamo la distribuzione:

P (Y ≤ y) = P (max{X1, ..., Xn} ≤ y) = P (X ≤ y)n = (
∫ y

0
1
θdx)n =

yn

θn

FY (y) = ny
n−1

θn 1(0,θ)(y)

E[Y ] = E[T2] =
∫ θ

0 ny
yn−1

θn dy = nθ
n+1

E[Y 2] = E[T 2
2 ] =

∫ θ
0 ny

2 yn−1

θn dy = nθ2

n+2

V ar[Y ] = V ar[T2] = nθ2

(n+1)2(n+2)

MSEθ = V ar[T2]− {θ − E[T2]}2 = 2θ2

(n+1)(n+2) .

Esercizio 2.
Sono stati eseguiti 400 lanci di una moneta e sono stata ottenute 175 Teste
e 225 croci. Trovate un intervallo di confidenza di livello γ = 0.90 per la
probabilità di testa, ed un altro di livello γ = 0, 99.
La variabile X è quindi una Bernoulli(p) quindi
P (X = 1) = p e P (X = 0) = 1− p
Sia p̂ = 175

400 =
∑400

i=1Xi

400

0.90 = P (−q1 ≤ X̄−p√
σ2/n

≤ q1) = P (−q1 ≤ X̄−p√
p(1−p)/n

≤ q1) ∼

1



P (−1, 645
√
p̂(1− p̂)/n ≤ p ≤ 1, 645

√
p̂(1− p̂)/n)

Avendo usato l’approssimazione per grandi campioni poichè n è grande.

Esercizio 3.
Si consideri un campione casuale di ampiezza n da una distribuzioneN(µ, σ2).

1. Determinare un intervallo di confidenza per µ quando σ2 è nota. Come
varia l’ampiezza dell’intervallo se σ2 si raddoppia?

L’intervallo si trova considerando come quantità pivotale Q = X̄−µ
σ/
√
n

da cui ricaviamo che γ = P (X̄ − q1
σ√
n
≤ µ ≤ X̄ + q1

σ√
n

), dove q2

è il quantile di una Normale standard di livello 1+γ
2 . L’intervallo di

confidenza per µ di livello γ è quindi:
(X̄ − q1

σ√
n

; X̄ + q1
σ√
n

).

L’intervallo ha ampiezza 2q1
σ√
n

. Raddoppiando σ, si raddoppia l’am-
piezza.

2. Determinare un intervallo di confidenza per σ2 quando µ è noto. Come
varia l’ampiezza di questo intervallo al variare di µ? Per quale valore
di µ la sua ampiezza è minima?

La quantità pivotale da considerare è: Q =
∑n

i=1(Xi−µ)2

σ2 quindi si ha :

γ = P (q1 ≤ Q ≤ q2) = P (
∑n

i=1(Xi−µ)2

q2
≤ σ2 ≤

∑n
i=1(Xi−µ)2

q1
)

dove q1 e q2 sono i quantili di una distribuzione χ2
n.

L’intervallo di confidenza è quindi : (
∑n

i=1(Xi−µ)2

q2
;
∑n

i=1(Xi−µ)2

q1
).

L’ampiezza dell’intervallo è: ( 1
q1
− 1

q2
)
∑n

i=1(Xi − µ)2.

Questo è minimo per µ = X̄.

Esercizio 4.
Sia X1, ..., Xn un campione casuale estratto da una N(µ, 25). Applica il
metodo pivotale per trovare un intervallo di confidenza per µ al 90%. Quanto
deve essere grande il campione per avere l’ampiezza dell’intervallo < 1?

La quantità pivotale è: Q = X̄−µ
σ/
√
n
∼ N(0, 1)

0.90 = P (−q1 ≤ Q ≤ q1) = P (X̄ − q1
5√
n
≤ µ ≤ X̄ + q1

5√
n

)

Dalle tavole si ricava che q1 = 1, 645 e quindi l’intervallo per µ al 90% è:
(X̄ − 1, 645 5√

n
; X̄ + 1, 645 5√

n
).

L’ampiezza dell’intervallo è: X̄ + 1, 645 5√
n
− X̄ + 1, 645 5√

n
.

Si ha quindi che:
X̄ + 1, 645 5√

n
− X̄ + 1, 645 5√

n
< 1 per n > 270

Esercizio 5.
Trovate un intervallo di confidenza al 90% per la media di una distribuzione
normale con σ = 3 dato il campione (3.3, 0.3, 0.6, 0.9). Quale sarebbe l’in-
tervallo di confidenza se σ fosse noto?
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X̄ = 1
4(3.3 + 0.3 + 0.6 + 0.9) = 1, 277

0, 90 = P (−q1 ≤ X̄−µ
σ/
√
n
≤ q1) = P (X̄ − q1

σ√
n
≤ µ ≤ X̄ + q1

σ√
n

)

Dalle tavole si ricava che q1 = 1, 645
Quindi l’intervallo di confidenza per µ è:
(1, 195; 3, 74).
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